UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESTADO DO RI10O DE JANEIRO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGIA

CURSO DE POS-GRADUAGAO EM MATEMATICA

Rodrigo Carlos Araujo

Sistemas Dinamicos e Conjguntos de Cantor

Uma breve introducao a dinamica unidimensional

Rio de Janeiro

2016



Rodrigo Carlos Araujo

Sistemas Dinamicos e Conjguntos de Cantor

Uma breve introducao a dinamica unidimensional

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado ao
Programa de Pos-graduacao em Matemaética
PROFMAT da UNIRIO, como requisito para a ob-
tengao do grau de MESTRE em Matematica.

Orientador: Michel Cambrainha

Doutor em Matematica - UNIRIO

Rio de Janeiro

2016



Araujo, Rodrigo Carlos

Sistemas Dinamicos e Conjuntos de Cantor / Rodrigo Carlos Araujo
- 2016

46.p

1. Matemaética 2. Ensino de Matematica. 1. Titulo.

CDU xxx.xx




Rodrigo Carlos Araujo

Sistemas Dinamicos e Conjuntos de Cantor

Uma breve introducao a dinamica unidimensional

Trabalho de Conclusao de Curso apresentada ao
Programa de Pés-graduagao em Matematica PROF-
MAT da UNIRIO, como requisito para a obtencao
do grau de MESTRE em Matematica.

Aprovado em 15 de janeiro de 2016.

BANCA EXAMINADORA

Michel Cambrainha

Doutor em Matemética - UNIRIO

Gladson Octaviano Antunes

Doutor em Matematica - UNIRIO

Yuri Ki

Doutora em Matematica - UFF



A minha esposa Janine, por ter me apoiado

em todos 0os momentos deste processo.



Resumo

O presente trabalho tem por finalidade apresentar uma breve introducao aos sistemas
dinamicos unidimensionais. Através do mapa logistico, apresentamos alguns conceitos,
como iteracao, orbitas, pontos atratores e repulsores, dentre outros. Além disso, estu-
damos o comportamento da familia quadréatica para diferentes valores do seu parametro.
Fazemos o mesmo para a funcgao tenda, até chegarmos a construcao dos conjuntos de

Cantor, com destaque para o conjunto dos tercos médios.

Palavras-chave: Sistemas Dinamicos, Mapa Logistico, Conjuntos de Cantor.



Abstract

The present work is a brief introduction to the one-dimensional dynamical systems. We
introduce some concepts, through the logistic map, as iteration, orbits, attracting and
repelling fixed points, and so on. Moreover we study the behavior of the quadratic family
for different values of its parameter. We do the same for the tent map to construct the

Cantor set, highlighting the set of middle-thirds.

Keywords: Dynamical Sistems, Logistic Map, Cantor Set.
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1 Introducao

A escolha do tema deste trabalho surgiu durante a realizacdo do curso de pds-graduacao
em Matematica (PROFMAT), promovido pela SBM. A inser¢ao no mercado de traba-
lho dificulta o retorno ou a continuacao dos estudos por parte dos professores, uma vez
que longas jornadas de trabalho inviabilizam este processo. O PROFMAT trouxe uma
oportunidade a muitos professores, uma vez que possibilita a realizacao da dupla jornada,

trabalho e estudo.

Essa oportunidade despertou um interesse por parte do autor em buscar uma
linha de pesquisa que contribuisse nao somente para sua formacao, mas também para

outros professores e alunos de graduagao que tenham interesse em expandir seus estudos.

O estudo dos sistemas dinamicos é um assunto relativamente novo na Ma-
tematica, foi através de Poincaré, Lyapunov e Birkhoff que essa teoria comecou a des-
pertar a atencao de intmeros matematicos. As décadas de 1960 e 1970 marcaram o
renascimento do estudo dos sistemas dinamicos como uma nova area de investigagao in-
clusive no Brasil com nomes como Peizoto e Palis. Seu campo de aplicagoes é bastante
extenso nao restringindo-se apenas a Matematica, mas em outras areas da ciéncia como

biologia, fisica, economia, medicina, dentre outros.

Nossos objetivos sao modestos, longe de desenvolver uma teoria sélida sobre
o estudo da dinamica unidimensional, pretendemos apenas apresentar de forma sucinta
algumas ideias e conceitos iniciais sobre o assunto, com uma linguagem acessivel a pro-
fessores do ensino bésico e/ou estudantes de graduacao que estejam familiarizados com
alguns conceitos de calculo em uma variavel real e um pouco de sequéncias de nimeros
reais. O leitor interessado em aprofundar-se sobre o tema, podera encontrar sugestoes de

leituras nas referéncias bibliograficas.

No capitulo 2 conceituamos mapa logistico e sua evolucao, desde o modelo
de crescimento populacional proposto por Malthus (1798), passando por Verhulst (1845),
até o modelo atual proposto por Robert May em 1976. Dividimos esse capitulo em
trés secoes visando uma melhor exposicao. Na primeira se¢ao conceituamos com maior

detalhe um sistema dinamico, explicitando sua relacao de causa e efeito com o tempo.
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Definimos sistemas lineares e nao lineares bem como o comportamento das funcgoes que
os geram através de sucessivas iteracoes, e mostramos as caracteristicas de um mapa,
que permite uma andlise mais qualitativa com menos énfase as técnicas analiticas de
resolucao. Definimos conceitos como pontos atratores e repulsores, érbita de um ponto,
ponto fixo hiperbdlico, bacia de atracao dentre outros. A secao final do capitulo trata do
estudo do comportamento geral do mapa logistico para alguns valores do parametro pu,

exemplificando detalhadamente a andlise grafica em cada caso.

No capitulo 3 falamos sobre os conjuntos de Cantor, suas caracteristicas, e sua
relacdo com os sistemas dinamicos. Fizemos uma breve introducao sobre a biografia de
Georg Cantor e suas contribuigoes para a Matematica, a no¢ao de infinito e de conjuntos
enumeraveis e nao enumeraveis. Por fim descrevemos a construcao dos conjuntos de
Cantor, o classico conjunto dos tercos médios e a relacao desses conjuntos com as familias

quadraticas e tenda.



2 Mapa Logistico

Seria possivel prever a evolucao da populacao de uma certa espécie animal? Ou, ainda, se-
ria possivel prever a extingao ou a estagnacao de um determinado ntimero de individuos?
Estas questoes preocupam tanto bidlogos quanto economistas hé varios séculos e desde
entao muitos modelos matematicos foram criados para tentar respondeé-las. Uma das pri-
meiras tentativas de prever o futuro de uma populagao animal a causar grandes polémicas
foi 0 modelo Malthusiano. Thomas Robert Malthus (1766-1834), economista e demdgrafo
britanico publicou em 1798 o Ensatos sobre a Popula¢ao, um modelo onde o total da
populagao dependia exclusivamente das taxas de natalidade, de mortalidade e do niimero

de individuos. Sua teoria era baseada em dois argumentos principais:

a) As guerras, epidemias e desastres naturais atuariam como controladores do cres-
cimento populacional. Seu crescimento obedeceria a uma progressao geométrica

(2,4,8,16,32,64...) ininterruptamente.

b) A producdo de alimentos cresceria em progressao aritmética (2,4,6,8,10...) e sua

oferta seria limitada em funcao dos limites territoriais dos continentes.

Uma Progressio Aritmética (PA) é uma sequéncia numérica na qual cada
termo, a partir do segundo, é obtido somando-se ao anterior uma constante r, chamada
razao da PA. E uma Progressio Geométrica (PG) é uma sequéncia numérica em que cada
termo, a partir do segundo, é obtido multiplicando-se o anterior por uma constante ¢,

chamada razao da PG.

Desse modo, segundo a teoria de Malthus, a populacao aumentaria progressi-
vamente dependendo de um fator constante de crescimento (C') de forma exponencial, ao
passo que a oferta de alimentos cresceria de forma linear, ou seja, bem mais lenta. Malthus
estimou que a populagao dobraria a cada 25 anos, sendo assim, a consequéncia seria a
falta de alimentos para abastecer as demandas do planeta. Este modelo matematico pode
Ser expresso por

Api1=A,+r<= A, = Ay +nr

Py =C P, <= P, =P,-C"
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onde P, = populacao apds n anos e A,= quantidade de alimentos apds n anos.

Com uma taxa de crescimento positiva (e maior que 1), seja qual for a po-
pulacao inicial Py, o nimero de individuos aumentara exponencialmente com o tempo,
produzindo rapidamente uma super populacao. Na verdade, ha varios fatores que limi-
tam o numero de individuos que podem co-habitar em uma regiao geografica limitada,
e com uma capacidade limitada de produgao de alimentos. Uma forma de se exprimir
essa tendéncia a saturacao populacional consiste em supor que a taxa de crescimento nao
seja constante, mas sim que diminua a medida em que a populagao se aproxima um valor
limite Py, conhecido como capacidade de sustentagao. Em 1845 Pierre Francois Verhulst
(1804-1849), matematico belga, propos um modelo nao linear onde a mortalidade seria
proporcional ao quadrado do nimero de individuos. Este modelo populacional discreto
foi introduzido para modelar a populacao de uma espécie mantida em uma area fechada.
Verhulst, inserindo o conceito de fatores inibidores, sugeriu que a taxa de crescimento
de uma populagao nao seria constante mas proporcional ao desvio em relagao ao valor
maximo que a populagao poderia alcancar, ou seja, a populacao P, no tempo 1, seria a
populagao inicial Py multiplicada pelo fator k- (Py — Fy) onde Py é a populagdo méxima

e k um numero real positivo, ou seja,

Plzk’(PM—P[))PO

Com isso, a populagao futura (P, ;1) ao invés de estimada pela férmula P, =
C' - P,, seria reformulada por P,.; = k- (Py; — P,) - P,. Dividindo os dois membros da

equacao por Py, temos:
P k- (Py—PF,)-P,

P P

Pn—l—l PM Pn
pr— . —_—— —— . P
Py g (PM PM) "
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Tomando X,, = Jf—]\’;, temos:

Xppr=k-P,-(1-X,,)

Fazendo k = £, chegamos a expressao do mapa logfstico:
M

XnJrl:%Pn(l_Xn)

X1 = p- Xn(1 = X,,) (2.1)

Esta expressao, conhecida como mapa logistico, foi descrita pelo biélogo Ro-
bert May em 1976 [6], dando continuidade ao trabalho de Verhulst, como um modelo
populacional para insetos, com X, sendo o niimero de individuos na n-ésima geracao, e
1 > 0 como uma taxa de variacao da populagao. O modelo, onde os valores de z re-
presentam porcentagens da populagao ao longo do tempo, é¢ uma equacao deterministica:
sua situacao futura serd determinada pelas condigoes presentes. Desta forma, a expressao
também pode ser representada como uma fungao (func¢ao logistica ou mapa logistico),

mais precisamente uma fungao quadratica.

F,(x) = pa(1 - x) (2.2)

O grafico do mapa logistico é uma parabola com concavidade voltada para
baixo (para p > 0). O vértice dessa pardbola estd diretamente ligado ao valor do

parametro f.

n=1 w=2 =338

Como os valores de z representam as porcentagens da populacao ao longo do
tempo, temos uma variacao de 0% a 100%, para efeitos de modelagem podemos restringir
o estudo da funcao F), ao intervalo [0, 1], contudo como a funcao quadratica estd definida
para todo o conjunto dos nimeros reais, o estudo “fora”do intervalo [0, 1] tem valor teérico

proprio.
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As raizes de F),(z) sao: 1 = 0 e xy = 1 e as coordenadas do vértice da pardbola

(ponto de maximo da fungao) pode ser facilmente calculado,

L p

Quando i = 4 o vértice da parabola logistica tem ordenada y = 1; logo se p > 4
a condigao que f(x) esteja no intervalo [0, 1] deixa de ser satisfeita para alguns valores de
x, mas retornaremos a essa discussao no capitulo 4. Por enquanto nos restringiremos aos

casos 0 < p < 4.

O que chamou a atencao de May foi que para certos valores de 1 o com-
portamento futuro desse mapa perde a regularidade e passa a ser altamente sensivel as
condicoes iniciais, significando que valores iniciais arbitrariamente préximos podem apre-

sentar comportamentos bastante distintos.

Antes de prosseguirmos com o estudo de casos da familia quadrdtica F,(x) =

pux(l — x), precisamos fazer algumas consideragoes.

2.1 Sistemas Dinamicos

Um sistema ¢é qualquer conjunto de componentes interconectados, que apresentam certas
relagoes de causa e efeito. E importante diferenciar um sistema estatico de um sistema
dinamico. Um sistema estatico é aquele em que as propriedades descritivas do sistema
nao variam com o tempo, podendo variar espacialmente. J& em um sistema dinamico tais

propriedades variam no tempo, podendo também variar espacialmente.

Dada qualquer funcao f definida em um certo conjunto X, ouseja, f : X — X,
chamamos de dindamica a passagem do tempo na iteracao dessa fungao. Por exemplo,
tome um ponto ry € X (correspondente ao instante zero), depois ele estard em f(zg),
(instante 1), depois em f(f(zo)), (instante 2), e assim sucessivamente, ou seja, cada
instante corresponde a uma iterada da funcao. Assim uma sequéncia de iteragoes pode

ser vista como:

o, f(20), f(f (o)), F(f(f(20))), -

Para evitar expressoes desse tipo usaremos a seguinte notagao:

fwo) = wo, fH(x0) = flwo), ["(w0) = f(f" " (20)), paran >0
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Logo, uma sequéncia de iteragoes pode ser escrita como:

o, f(xO)a fZ(xO)a fg(x0)> f4($0)7 f5(l‘0) s

Assim, a expressao f"(zg), significa que a funcado foi iterada n vezes. O con-
junto formado por esses pontos é conhecido como érbita positiva (ou a direita) do ponto

x e é representado por (‘)}'(x) ou 0T (z), quando nao houver ambiguidade sobre a f.

Se f for invertivel, podemos definir a érbita completa de x, O(x) como o
conjunto de pontos f"(z) para n € Z, e a érbita negativa (ou a esquerda) de x como o

conjunto de pontos O~ (z) = {z, f'(z), f*(x),... }. Note que

O(x) = OM(z) UO (x)

Um sistema dinamico, ou seja a funcao f, pode ser linear ou nao linear. Uma
funcao afim ou uma funcao linear tem como propriedade, o fato do resultado final ser

proporcional ao campo de entrada.

Assim se uma fungao é do tipo f(z) = ax + b, o valor de f(z) se mantém em
proporcao direta com o valor da varidavel x. Geometricamente seu grafico é uma linha

reta.

A nao-linearidade é a negacao da linearidade, o que significa que o resultado
final pode estar fora de proporcao em relacao ao campo de entrada, tanto para mais como

para menos.

Se a dinamica for linear, existem solugoes gerais que nos permitem determinar
o comportamento no futuro do sistema descrito de forma exata, em funcao do estado
atual do sistema, como vimos anteriormente na teoria de Malthus onde a populagao na
geracao n era dada em termos da populagao da geragao anterior e da inicial pelas relagoes
P, = kP, 1 = k"F, . Ja se as equacoes forem nao lineares, essas solucoes exatas, em
geral, nao existem em uma forma fechada. Na sua evolugdao, o tempo é uma varidvel
independente, ou seja, fazemos o estudo da evolucao no tempo de um ponto zg € X a
partir da funcao f. Entretanto, o objeto de interesse sao suas propriedades gerais, como
equilibrio, estabilidade, tipo de convergéncia ou divergéncia, etc. A isso denominamos

uma teoria qualitativa.

O estudo dos sistemas dinamicos ¢ um assunto relativamente novo na Ma-

tematica, e foi através de matemaéaticos como Poincaré, Liapunov e Birkhoff que essa teo-
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ria comecgou a despertar a atengao de intiimeros matematicos. Poincaré foi o responsavel
por revolucionar o estudo das equacoes diferenciais nao lineares, através da introducao de
técnicas qualitativas de geometria e topologia, sobrepondo os rigorosos métodos analiticos
na solucao dos sistemas. Para Poincaré uma compreensao global do comportamento bruto
de toda a solugao do sistema era mais importante do que o comportamento local de uma
determinada solucao, analiticamente precisa. As décadas de 1960 e 1970 marcaram o
renascimento do estudo dos sistemas dinamicos como uma nova area de investigagao,
com carater proprio, que por ser inovador deu origem a agitadas polémicas nos meios
cientificos, por dar mais énfase a analise geométrica e menos énfase as técnicas analiticas

de resolucao.

2.2 Mapas

As funcgoes que determinam um sistema dinamico podem ser chamadas de mapeamentos
ou mapas, devido a énfase geométrica do comportamento de um ponto. Um mapa é uma
relacao de recorréncia para a qual, dado o valor da varidvel em um instante, obtemos o

valor da variavel no instante seguinte.

Uma série de comportamentos, alguns deles bastante complicados, podem
aparecer quando estudamos sistemas descritos por equagoes nao-lineares, como orbitas
periddicas ou quase periddicas, ciclos limite e caos. No entanto, existem algumas orbitas
que sao especialmente simples e que irao desempenhar um papel central na pesquisa de

todo o sistema.

Defini¢ao 2.2.1. Um ponto x € X é dito um ponto fizo de f quando f(x) = x. Denotamos

por Fiz(f) o conjunto de todos os pontos fixos de uma fungao f, isto é, Fiz(f) = {p €
X5 f(p) =p}-
Definicaio 2.2.2. Um ponto x € X é um ponto periodico de periodo n, 3 n € N, se

f™(z) = x. Podemos denotar o conjunto de pontos periédicos de periodo n por Per,(f).

O conjunto de todas as iteracoes de um ponto periédico forma uma érbita periddica.

Observagao 2.2.1. Um ponto periddico de periodo k£ pode ser visto como um ponto fixo
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para f* ou seja, Pery(f) = Fiz(f*). Observe também que se f*(z) = x, entdo

fH=) = (@) = fia) ==
) = (@) = fHa) =2

[y = fATN@) = ) =

Isso é o mesmo que dizer que Pery(f) C Perox(f) C -+ Pery,(f) C -+, mas as inclusoes

podem ser estritas.

Para falarmos em “proximidade”, continuidade e pontos de acumulacao de
uma orbita precisamos estabelecer algum tipo de estrutura que faca com que essas nogoes
tenham sentido. Uma possibilidade, é assumir que um conjunto X ¢é um espaco métrico,
ou seja, um conjunto dotado de uma distancia. Uma distancia nada mais é do que apenas
uma fungao que, para cada par de pontos x e y em X associa um nimero real nao negativo
d(x,y) que é conhecido como distancia de x a y. De forma mais precisa, uma distancia é

uma funcao d : X x X — R tal que

d(x,y) = d(y,z) paratodo z,y € X
dlz,y) = 0 <= z=y

d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) paratodo z,y,z € X

Esta ultima desigualdade é conhecida como desigualdade triangular e fica
muito natural quando d ¢é a distancia usual no plano se considerarmos os pontos x, y e z

como vértices de um tridngulo. No caso de X = R, podemos considerar d(z,y) = |z — y|.

Y

Figura 2.1: Desigualdade triangular no plano

Uma vez que X admite uma nogao distancia podemos definir a ideia de limite.
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Defini¢ao 2.2.3. Seja uma sequéncia (x,)nen = (1, T2, 23,...,Tp,...). Dizemos que L
é o limite da sequéncia (x,) se d(z,, L) assume valores cada vez mais préximos de zero
sempre que tomamos o indice n suficientemente grande. Para ser mais preciso, para todo
e > 0, existe ng € N tal que n > ng = d(z,, L) < . Denotamos z,, — L ou ainda

d(x,, L) — 0.

Quando temos uma 6rbita O(x) podemos procurar os seus pontos de acu-
mulagao, ou seja, os pontos em torno dos quais a érbita ird passar uma infinidade de

vezes. O caso mais simples é o seguinte:

Lema 2.2.1. Seja f : R — R uma fungdo continua e {x,}n>0 a drbita de um ponto
qualquer xy € R, ou seja, x, = f"(x¢). Se limx, = L, entao f(L) = L, isto é, L é um

ponto fixo.

Demonstrag¢ao. Como f é continua, podemos afirmar que f(z,) — f(L). Por outro lado,
a sequéncia f(x,) = x,4+1 é uma subsequéncia de {x,},>0, logo, possui o mesmo limite,

isto é, f(z,) — L. Pela unicidade do limite, f(L) = L. ]

Pontos fixos como esses do lema anterior sao chamados atratores. Vejamos a definigao:

Defini¢ao 2.2.4 (Atratores). Um ponto p fixo de f é dito atrator para = se a sequéncia
f™(z) = p, quando n — 400 ou equivalentemente d(f™(x),p) converge para zero. O

conjunto de pontos cujas orbitas se aproximam de p é chamado de bacia de atragao de p:
B(p) = {z € X;d(f"(x),p) — 0}.

De maneira analoga, um ponto periédico g é dito atrator para x quando a sequéncia de
nimeros reais d,, = d(f"(z), f"(¢)) converge para zero, quando n — +oo. O conjunto de

pontos cujas érbitas se aproximam da érbita de g é chamado de bacia de atragao de q:
B(q) = {z € X;d(f"(x), ["(q)) — 0}.

Quando a bacia de atragdo de um ponto (fixo ou periédico) ¢ contiver um intervalo J tal

que g € J, diremos simplesmente que g é atrator [

Perceba que, no caso de um ponto periédico, o conjunto de valores assumidos
pela sequéncia (f"(q)) é finito. E entao, para = € B(q), a sequéncia (f™(z)) vai se

acumulando em cada um dos (finitos) termos da sequéncia periédica f™(q).
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Quando B(zg) = X para algum xy € X, ou seja, todos os pontos tém sua

orbita futura atraida para xg, entao dizemos que xg é um atrator global.

Se a fungao f tem uma inversa (para isso é necessério e suficiente que f seja
uma bije¢ao) entdo também podemos falar na érbita de um ponto para o passado e, de
forma andloga, procurar saber quais sao os pontos de acumulagao de uma érbita quando

o tempo caminha no sentido contrario ao usual.

Defini¢ao 2.2.5 (Repulsor). Dizemos um ponto p, fixo ou periddico, é repulsor para x

quando d(f~"™(x), f~"(p)) — 0 quando n — oc.

Vamos ver algumas condigoes suficientes que permitem concluir quando um
determinado ponto é atrator (ou repulsor). Para isso vamos precisar lembrar do seguinte

resultado cldssico, cuja demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em [7]:

Teorema 2.2.1. [Teorema do Valor Médio] Seja f : [a,b] — R continua. Se f € derivdvel
em (a,b), entao existe ¢ € (a,b), tal que

fla) ~ 1)

, —

f (C) - b —a .

Definicao 2.2.6. Um ponto p, podendo ser fixo ou peridédico, é dito hiperbdlico para f

quando |f'(p)| # 1 se p é fixo, e |(f*)'(p) # 1| se p é periédico de perfodo k.

Proposigao 2.2.1. Seja f de classe C1, isto é, derivdvel e com derivada continua.

(i) Seja p um ponto fixo hiperbolico com |f'(p)| < 1. Entao p é um ponto fixo atrator,

isto é, existe um intervalo aberto J, contendo p, tal que para todo x € J, f™(x) — p.

(11) Seja p um ponto fixo hiperbdlico com |f'(p)| > 1. Entao p é um ponto fixo repulsor,
isto €, existe um intervalo aberto J, contendo p, tal que para todo x € J\ {p} eziste

k € N tal que f*(x) ¢ J.

Demonstragdo. (i) Como f é classe C!, existe € > 0 tal que |f'(x)] < A < 1 para

re(p—ep+e). SejaJ = (p—c¢e,p+e¢). Pelo Teorema (do Valor Médio), temos

|f('7|:$):£|(p)| _ |f/(C)| < A<1:

|[f(z) —pl = 1f(z) = fp)| < Alz —p[ < |z —p| <e

que existe um c € J tal que

Portanto f(z) pertence ao intervalo J e, de fato, estd mais préximo de p do que =x.

Analogamente, para os iterados seguintes temos:

|f"(z) —p| < A"z — p|
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Entao f™(x) — p se n — 0. O

(i7) Seja p fixo com |f'(p)| > 1. Entao, como f € C!, existe € > 0 tal que
|f'(x)] > A>1, paratodox € J:=(p—e,p+¢)

Pelo Teorema [2.2.1 existe um ¢ € J tal que w =|f'(c)) > A>1.
r—=p

Da | f(z) — p| > A |z — pl.

Se f(z) ¢ J, tomamos k = 1. Sendo podemos aplicar novamente o Teo-

rema 2.2.1}
|f(f(z)) = f(p)] > Alf(z) — p|

|f2(x) — p| > A%z — p|

Analogamente, se f?(x) ¢ J tomamos k = 2, sendo prosseguimos e repetimos o argumento.
Afirmamos que existe ky € N tal que f*(z) ¢ J. De fato, pois sendo f*(x) € J, para
todo k € N, o que nos daria por um lado | f*(x) — p| < ¢, e por outro, pelo Teorema [2.2.1]

|f¥(x) — p| > A¥|x — p|. Combinando essas duas desigualdades, temos para todo k € N

AFlz —p| < |f¥(z) —p| <&

Mas isto é um absurdo, pois A¥ — +o0o quando k — 4o00. Tomamos ky como o menor

elemento do conjunto {k ; f*(z) ¢ J}. O

O grafico de uma funcgao real nos fornece informacgoes sobre sua primeira
iteracao, mas da muito pouca informacao sobre iteracoes subsequentes. Para entender
iteragoes mais elevadas, poderiamos tentar esbocar cada um de seus graficos, mas este é
um procedimento um tanto complicado. Uma maneira conveniente de visualizar as suces-
sivas iteradas de um mapa unidimensional x; = f(z;_1), seja ele linear ou ndo, é construir
o diagrama de escada correspondente. Este é um método geométrico muito mais eficiente
para descrever as érbitas de um sistema dinamico. Por exemplo, para indicar que todas

as 6rbitas ndo nulas de f(z) = —z tém periodo 2, poderiamos esbogar um retrato de fase

como na figura [2.2]

Entretanto, mapas simples como i(x) = = e f(x) = —z sdo, infelizmente,
atipicos entre sistemas dinamicos. Ha muitas razoes para que isso ocorra, mas talvez a
caracteristica mais incomum desses mapas é o fato de que todos os pontos sao periddicos

sob iteracao.
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Figura 2.2: f(z) = —x

Podemos construir um diagrama de escada utilizando dois eixos cartesianos
representando as varidveis xy (eixos das abscissas) e xj41 (eixos das ordenadas). Neste
sistema tragamos o gréfico da fungao f(x). No caso da fungao linear ax+ /3, o gréfico é uma
tragamos também a reta que passa pela origem y = z (fungao identidade). Sabemos que
a = tan# onde 6 é o angulo de inclinacao da reta com o eixo horizontal no sentido anti-
horario, e [ é a intersecao da reta com o eixo vertical. Localizamos no eixo horizontal o
valor correspondente a condicao inicial xg, e subimos uma vertical até encontrar o grafico

da fungao f(x), no caso a reta azx + f [Fig. [2.3].

N R
L T

Ty fmmmmmm o o

Tgf--—--—----—-——————— -

Ty fpommmmm e

N

Figura 2.3: Diagrama de um mapa linear

O valor correspondente no eixo vertical serd 1 = f(xg). Tracamos uma pa-
ralela ao eixo horizontal a partir deste ponto até intersectar a reta y = x. A abscissa
do ponto de intersecao é obviamente igual a x;. A partir deste ponto repetimos o pro-
cesso: construimos uma perpendicular ao eixo horizontal passando por z; até encontrar
o grafico da func@o obtendo x9 = f(x;), rebatemos no eixo horizontal e assim por diante.
O diagrama resultante assemelha-se a uma escada, onde o inicio de cada degrau indica o

valor da iterada do mapa.
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2.3 Estudo de alguns casos

A equagao do mapa logistico F},(z) = px(1 — x) parece simples, porém apresenta muitas
nocoes fundamentais de dinamica nao linear extremamente relevantes para a ciéncia. En-
tender completamente esta familia ainda é objeto de pesquisa e a atual compreensao por

parte de grandes mateméticos de nossa época.

Podemos obter uma sequéncia {z,, n = 0,1,2,...} do mapa logistico dado
por F), iterando recursivamente a partir de um ponto inicial zy (condicao inicial) o mapa
que depende da escolha de um valor para o parametro u, mantido fixo durante as iteradas
da funcao, podendo ser alterado para obtermos outra sequéncia. A partir dos valores z,,
obtidos, construimos um diagrama de escada com coordenadas z,, (eizo das abscissas) e
Tnt1 (€izo das ordenadas). Este diagrama possibilita acompanhar a evolugao da variavel
de estado do sistema através das sucessivas iteragoes. Para a sua construcao, escolhemos
um valor inicial qualquer zq € [0, 1]; por este ponto tragamos uma reta perpendicular ao
eixo x,, que cruze a parabola; o ponto de encontro entre a reta e a parabola corresponde
a um valor x; no eixo das ordenadas. Encontrado este valor devemos passar uma reta
horizontal exatamente por cima desse ponto e que encontre a reta auxiliar y = x (fun¢ao
identidade), que por possuir propriedades simétricas nos auxilia a encontrar exatamente o
mesmo valor x1, mas no eixo horizontal. Iterando o mapa logistico obtemos um diagrama

parecido com o da figura abaixo:

08

06 4

Valor apés a 4

primeira Y
't<iqa° s Valor apoés a

04

. 7 segunda iteragio

021 )

4 Realimentagao

02 o 02 04 06 08 1\
Figura 2.4: Analise do grafico de F,(z) = px(l —z), com pp=2,4 e 2y =0, 1

Para encontrarmos os pontos fixos de F), precisamos resolver a equacao Fj,(z) = x. Ge-
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ometricamente, os pontos fixos serao a intersegao entre o gréafico de F, e a reta y =
e, portanto, podemos concluir que o mapa logistico terd no maximo dois pontos fixos.
Facilmente vemos que os pontos fixos sao 0 e p, = ”T_l Note que para p = 1, teremos
um tnico ponto fixo p, = 0. As derivadas nesses pontos também podem ser facilmente

calculadas e sao F(0) = e F)(p,) =2 — pu.

Figura 2.5: Pontos fixos para diferentes valores de p

Vamos agora estudar o comportamento geral do mapa logistico para alguns valores do
parametro p. Destacamos que o Caso 1 sera feito com todos detalhes e que por uma
questao de nao pesar demais a leitura, justificaremos e ilustraremos os outros casos apenas

com graficos e diagramas. As justificativas seguem a mesma linha de argumentacao.

Casol. 0<pu<1

Se u < 1 segue que p, é necessariamente negativo. Vamos analisar as derivadas
desses pontos.

F0)=p<l e F(p)=2—p>1

Segue, entao, da Proposicao que 0 é atrator e p, ¢ repulsor. Mais ainda,

podemos caracterizar as 6rbitas de todos os pontos da reta real pela iteracao de F,.
Proposicao 2.3.1. Seja 0 < o < 1. Entao:
(i) Se x € (pu, 1 —py), entdo F;}(x) — 0, quando n — oc.

(ii) Se x € (=00, p,) U (1 = py, +00), entdo F(x) — —oo, quando n — oo.

Demonstragdo. (i) Vamos separar em trés casos, xg € [0, 1] (caso A), zo € (p,,0)

(caso B) e zp € (1,1 —p,,) (caso C).
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Caso A. Seja zg € [0,1]. Os casos g = 0 e xy = 1 sao triviais.
Consideremos, entao 0 < xg < 1. Nesse caso, ¢é facil ver que 0 < 1—xg < 1,

e como pxy > 0 podemos multiplicar a ultima desigualdade obtendo
0 < pxo(l —x0) < pxo.
Ainda, como p < 1, a ultima desigualdade fica
0 < F,(z0) < pwg < 9 < 1.

Conclusao: 1 = F,(zo) € [0,1] e 21 < 9. Por indugdo, podemos concluir

que para todon > 1,
T, = F,(x,1) €[0,1] e z,, < 1.

Trata-se, entao, de uma sequéncia decrescente e limitada inferiormente.
Logo, ela é convergente e pelo Lema o seu limite deve ser um ponto
fixo. Como o tnico ponto fixo no intervalo [0, 1] é o 0, podemos concluir
que

r, = F} () — 0.

Pu 7 1—p,

Figura 2.6: 1 =0,8;0 <29 <1

Caso B. Seja zy € (p,,0). Como p, = “771, temos que p,, < o ¢ equivalente a
i — 1 < pxg. Multiplicando esta tltima desigualdade por zy < 0, obtemos
(u — Dwg > pxd, que é o mesmo que puxrg — pri > ro. Concluimos entao
que 1 = F,(z9) > xo. Pela natureza da fungado quadratica, é claro que

x1 < 0. Até agora temos que

Pu < To <11 <O
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Agora, como a fungao F),, restrita ao intervalo (p,,0) é crescente, podemos

afirmar que
T = FM(ZL‘O) < Fu(lj) =29, T9 = F“(lj) < FH<CL’2) = T3

e assim por diante. Sendo assim, a érbita é uma sequéncia crescente e limi-
tada superiormente por 0. Logo, pela mesma razao que no caso anterior,

podemos concluir que F}'(xg) — 0.

1—
p” ) g // pu

Figura 2.7: p=0,7; p, <29 <0

Caso C. Agora seja zp € (1,1 —p,).
Note que isso é equivalente a dizer que 1 — zy € (p,,0). Pela simetria de
F,, é facil ver que 1 = F,(x¢) = F,(1 — x¢). Mas como 1 — g € (p,,0),

podemos concluir que z; € (p,,0) e recaimos no caso anterior.

/
p# 7/ Xg o 1_1]#

Figura 2.8: n=0,7; 1 <z9<1—-p,
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(ii) Seja z < p,.
Entao pzg < p— 1, que é equivalente a p(l — zg) > 1. Multiplicando por
zo < 0, chegamos a pxo(l — xp) < g, isto é, 21 < zp. Como em (—o0,p,) a
funcao é crescente, podemos afirmar que xy < x1, r3 < T9 e assim por diante.
Assim a orbita é uma sequéncia decrescente. Se fosse limitada inferiormente,
deveria convergir para um ponto fixo. Mas nao ha pontos fixos no intervalo

(—00,p,). Logo a sequéncia vai, de fato, para —oo.

xo xq Pu Z 1—pu

Figura 2.9: = 0,7; 9 < pu

Analogamente ao caso C do item anterior, podemos afirmar que z1 = F,(x¢) =
F,(1 — z) pela simetria da funcdo quadratica. Mas, se zo € (1 — p,, +00),

entao 1 — xg < p,, e portanto recaimos na analise anterior. O

Pu Z lfpu Ty X

Figura 2.10: 4 =0,7; 29 > 1 —p,
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Resumindo, temos os seguintes comportamentos

x=0 F;}(O):O Vn > 1
r=1 Fg(l):() Vn>1

T =p, Er(pu) =pu Yn2>1
r=1-p, Fr(l—py)=p, Vn=>1
z € (—00,pu) F(r) = —o0

v € (Pl —py) | F(x) =0

z € (1 —py,+o0) | Fi{(x) = —o0

Caso 2. u=1

Temos um unico ponto fixo, p, = 0, como vimos anteriormente, mas que nao ¢é

hiperbdlico, pois F},(0) = p = 1. Apesar disso, pode-se verificar que

0 quando z € [0, 1]

lim FJ(z) =
n—-+0o
—oo quando z ¢ [0, 1]
Figura 2.11: p=1;0< 29 < 1 Figura 2.12: p=1; 2 <0 ouzg > 1

Caso 3. p>1

F,, tem um ponto fixo atrator em p, = “7_1 e um ponto fixo repulsor em x = 0, pois
Fipy)=2—p<1 e F0)=p>1
Consideremos dois casos:

Caso 3.1. 1 <pu <2

Conseguimos descrever o comportamento global.
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Proposicao 2.3.2. Se x € (0,1), entio F}}(x) — p,. E para x ¢ [0,1], temos

|
2 | 7 Pu

Figura 2.13: p=1,4;0< 29 < 1 Figura 2.14: p=1,4; 20 <0ouzy > 1

Caso 3.2. 2<pu<3

Com o parametro variando nesta regiao o ponto fixo p, = ”T_l continua a ser um
atrator global, mas o comportamento das érbitas proximo ao ponto fixo um pouco
distinto. A proposicao [2.3.2] é verdadeira também nesse caso, mudando apenas a
maneira como as 6rbitas convergem ao ponto fixo, como mostra a figura [2.15, Esse
comportamento oscilatério (ndo-monétono) é devido ao fato da derivada no ponto

fixo ser negativa. De fato, F},(p,) =2 — p € (—=1,0), se u € (2,3).

Figura 2.15: p=2,8;0< 29 < 1
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Caso4. 3< u<4

Este caso é o mais dinamicamente rico de todos. Nele aparecem fenomenos mais
complicados e que fogem ao escopo do trabalho, mas que remetem a Teoria de
Renormalizagao, um tema de pesquisa bastante vasto e atual no qual se destacam

nomes como Feigenbaum, Sullivan, Lyubich, de Mello, Yoccoz, Avila entre outros.

Vamos apenas destacar algumas propriedades que sao de facil observacao. Nesta
regiao o ponto fixo que era um atrator para pu < 3 passa ser um ponto fixo repulsor
para p > 3, pois I (p,) = 2 — 1 < —1. Nesse momento surge um ponto periédico p
de periodo 2 como atrator, e entao as érbitas tendem a se acumular em sua Orbita,
que é constituida por dois pontos: {p, f(p)}. Com o aumento de p este ponto de
periodo 2 também se transforma em repulsor e surge um ponto de periodo 4 que atrai
as orbitas; este processo continua com uma infinidade de duplicagoes de periodo,

gerando um quadro bastante sofisticado.

Figura 2.16: p=3,5;0< 29 < 1 Figura 2.17: p=3,9; 0 < 29 < 1

As duplicacgoes de periodo podem ser observadas através de um diagrama chamado
Diagrama de Bifurcacao. Nele, no eixo horizontal estao os valores do parametro pu,

entre 0 e 4, e na vertical estao os pontos de acumulacao da orbita de zo = 0, 5.

O diagrama de bifurcacao [Fig , foi construido através de sucessivas iteragoes
utilizando o software Geogebra [13]. Na figura a esquerda, temos os valores do
parametro p variando de 0 a 4. Ja na figura a direita esses valores estao entre 3 e

4. A seguir vemos o mesmo diagrama [Figf2.19] de forma mais detalhada.
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Figura 2.18: Bifurcagao da Familia Quadrética.

Figura 2.19: Bifurcacao da Familia Quadratica. (Fonte: Wikipedia)
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3 Conjuntos de Cantor

A ideia rudimentar de infinidade, ou seja, de quantidades ou niimeros que possam se tornar
tao grandes quanto desejarmos, é bastante antiga e pode ser encontrada nos primordios
da Matematica dedutiva. Os gregos Eudéxio (408 - 355 a.C.) e Arquimedes (287 - 212
a.C.), por exemplo, usaram-na com sucesso em seus estudos sobre perimetros, dreas e
volumes de figuras delimitadas por linhas ou superficies curvas. Outro Grego, Zenao, de
Eleia, produziu com ela paradoxos de dificil explicacao. Um dos exemplos classicos dos
paradoxos de Zenao é o da corrida entre Aquiles (o herdi mais veloz da mitologia grega)
e a tartaruga. Segundo Zenao, numa disputa entre os dois, se fosse dada uma pequena
vantagem a tartaruga, Aquiles jamais a alcangaria. Isso porque quando ele chegasse ao
ponto de onde a tartaruga partiu, ela ja tera percorrido uma nova distancia; e quando ele
atingisse essa nova distancia, a tartaruga ja teria percorrido uma outra nova distancia, e

assim sucessivamente.

Muitas discussoes sobre o infinito voltaram a acontecer apods a invencao do
Calculo (século XVII), quando quantidades “infinitamente grandes” ou “infinitamente
pequenas” precisaram ser usadas para avaliar limites. Notaveis matematicos como Gauss
afirmavam que o “infinito real” é algo que nao existe, havendo apenas um “infinito po-
tencial”, ou seja, a possibilidade de fazer com que certas quantidades sejam tao grandes
quanto desejarmos. Tudo isso fazia com que os matematicos adotassem uma postura cau-
telosa em relagao ao infinito, pois estavam conscientes de que qualquer descuido poderia

leva-los a cometer erros.

Por volta de 1870, Cantor, um dos mais notaveis matematicos de todos os
tempos, interessou-se sobre o estudo dos conjuntos infinitos e sobre eles produziu trabalhos
de grande importancia para a Matemadtica. Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor (1845
— 1918), nasceu em Sao Petersburgo, Rissia, mas ainda menino, migrou-se com a familia
para a Alemanha. Doutorou-se na Universidade de Berlim em 1867 com uma tese sobre
Teoria dos Numeros, mas suas contribui¢oes mais originais concentram-se no estudo do

infinito.

O centro das atengoes de Cantor nos conjuntos infinitos foi a comparagao entre
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seus tamanhos, por exemplo, os conjuntos dos niimeros naturais e racionais ou N e R sao
ambos infinitos. Haveria alguma forma de comparar seus elementos determinando se um
é maior do que o outro? A partir dessa interrogacao, Cantor deu inicio aos seus trabalhos

sobre o infinito.

3.1 Conjuntos Finitos e Infinitos

Dado n € N; indiquemos com a notagao I,, o conjunto {1,2,... n} dos nimeros naturais

de 1 até n. Mais precisamente temos:
L={peN;1<p<n}

Um conjunto X chama-se finito quando é vazio ou quando existe, para algum n € N, uma

bijecao f: I, — X.

Intuitivamente, uma bijecao f : I, — X significa uma contagem de elementos
de X. Pondo f(1) = x1, f(2) = xa,..., f(n) = z,, temos X = {1, 29,...,2,}. Esta
é a representacao ordinaria de um conjunto finito. O nimero natural n chama-se entao
a cardinalidade do conjunto X ou, simplesmente, o nimero de elementos de X. Assim,

todo niimero natural n, é o numero cardinal de algum conjunto finito.

Diz-se que um conjunto X é infinito quando ele nao é finito. Mais explicita-
mente, X é infinito quando nao é vazio e, além disso, seja qual for n € N, nao existe uma

bijecao f : I, —» X.

Por exemplo, o conjunto N, dos ntimeros naturais ¢ infinito. De fato, dada
qualquer fungao f : I, — X, com n > 1, seja k = f(1) + f(2) +--- + f(n), para todo
x € I, tem-se f(x) < k, logo nao existe « € I, tal que f(z) = k. Entado nenhuma funcao

f I, — X é sobrejetiva, portanto nao existe uma correspondéncia biunivoca.

3.1.1 Conjuntos enumeraveis

Um conjunto X diz-se enumerdvel quando é finito ou quando existe uma bijecao f :
N — X. No segundo caso, X diz-se infinito enumerdvel e, pondo-se f(1) = x1, f(2) =
To, ..., f(n) = x,,..., tem-se X = x1,x9,...,2,,.... Cada bijegdo chama-se uma enu-

merac¢ao dos elementos de X. Portanto, todo subconjunto X C N também é enumerével.
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3.1.2 Diagonal de Cantor

Intuitivamente, comparar a quantidade de elementos entre dois conjuntos finitos é simples,
basta contar os elementos de cada um e comparar os nimeros obtidos. Entretanto, foi
Cantor quem apresentou uma outra forma de comparar tamanhos, fazendo uma corres-
pondéncia biunivoca entre os elementos dos dois conjuntos. A possibilidade de estabelecer
essa correspondeéncia entre os elementos de dois conjuntos finitos assegura que ambos tém
o mesmo numero de elementos. Foi também Cantor quem decidiu estender esse critério
aos conjuntos infinitos, afirmando que todo conjunto que possa ser colocado em corres-

pondéncia biunivoca com o conjunto dos naturais é enumeravel.

O primeiro conjunto infinito que Cantor comparou com o dos naturais foi o
dos racionais. Embora, intuitivamente, nos pareca que a quantidade dos racionais seja
muito maior do que a dos naturais (entre dois naturais quaisquer existe uma infinidade de

racionais), Cantor mostrou que os dois conjuntos podem ser colocados em correspondéncia

:

biunivoca.

S o5
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Figura 3.1: Diagonal de Cantor (Fonte: Internet)

No exemplo acima Cantor considerou o conjunto dos nimeros racionais po-
sitivos, escritos como uma razao ¢, com a,b € N. Os ntimeros foram disponibilizados
em uma tabela com os numeradores na horizontal e os denominadores na vertical, sendo
assim podemos escrever todos racionais. Para fazer a correspondéncia, basta fazer uma

contagem em zigue-zague associando os nimeros naturais.

Posteriormente Cantor também provou que o conjunto dos nimeros algébricos,
isto é, nimeros reais que sao raizes de equacoes polinomiais de coeficientes inteiros,

também é enumeravel. Comecava-se a pensar que todos os conjuntos infinitos fossem
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enumeraveis, porém Cantor provou que isso nao é verdade para os nimeros reais. Para
isso utilizou a reducao ao absurdo, ou seja, supos que todos os reais fossem enumeraveis, o

que implicaria que aqueles compreendidos entre 0 e 1, e que estivessem representados como

1
3

1

seria representado por 0,3333.. ., 5

decimais infinitos, também o fossem. Dessa forma,
por 0,49999. .. e assim por diante. Logo se sao enumeraveis, podem ser todos colocados
em uma sequéncia da forma:

a; = 0,a11a12a13 . . .
az = 0, az1a22a93 . . .

az = 0, az1azazs . . .

ap = 07 Ap10n20n3 - - -

e assim por diante, indefinidamente, onde os a;; sao digitos de 0 a 9, inclusive. Para
mostrar que nem todos os numeros reais entre 0 e 1 estao incluidos na lista anterior,
Cantor exibiu uma fracao decimal diferente de todas as referidas anteriormente. Para isso,
basta tomar qualquer nimero do tipo 0,b1b2b3 ... b, ..., com by # ai1, by # as,bs # ass,
etc. Esse ntimero real estarda dentro do intervalo (0, 1) e diferird dos nimeros da sequéncia
anterior, associados a aq, as, as, etc., por pelo menos um digito, ou seja, estara fora da lista

que deveria conter todos os reais.

Mas isto é uma contradi¢do de que todos os nimeros do intervalo [0, 1] tor-
nassem um conjunto enumeravel, logo esse conjunto é nao enumeravel. Como o intervalo
[0, 1] é um subconjunto dos niimeros reais, concluimos que este conjunto é nao enumeravel.
Este é o argumento conhecido como Diagonal de Cantor, que usa os elementos da “dia-

gonal”para construir um novo elemento que nao esta listado.

Os numeros que nao podem ser raizes de equagoes polinomiais de coeficientes
inteiros sao chamados transcendentes, em contraposicao aos algébricos. Como os algébricos
sao enumeraveis, segue que o conjunto dos transcendentes é no -enumeravel, assim como
os irracionais, uma vez que ambos sdo os complementares (em relagdo ao conjunto dos

nimeros reais) de conjuntos enumeraveis.
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3.2 Dinamica e Conjunto de Cantor

Em termos gerais, podemos definir um conjunto de Cantor de forma abstrata: Um con-
junto A é um conjunto de Cantor se ele é fechado e limitado (compacto), totalmente
desconexo e um subconjunto perfeito de R. Um conjunto é totalmente desconexo se ele
nao contém intervalos; e é perfeito se qualquer de seus pontos é um ponto de acumulacao,
ou seja, limite de outros pontos no conjunto. O leitor interessado em mais detalhes sobre
essas definigoes podera encontrar em [1]. Nés, porém, nesse trabalho vamos nos concen-
trar numa maneira particular, e mais geométrica, de construir conjuntos de Cantor. O

primeiro e o mais classico de todos ¢ o:

3.2.1 Conjunto de Cantor dos Tercos Médios

Podemos considerar K como o conjunto de todos os niimeros do intervalo [0, 1] que podem

ser escritos em base 3 utilizando apenas os algarismos 0 e 2, isto é,

K= { N % : ane{O,Q},VneN}.
n=1
Por exemplo os niimeros abaixo estao no conjunto de Cantor:
3 = 2+2+E+2+,_,: (20202020...)3

4 3 32 33 3

0 0 2 0 0 2
— = §+§+§+3—4+¥+§'“:(002002002...)3

20 2 0 2 0 0 0
Ao s 2 2 Y T Y (90200000,
- stpTE Tttt ( )3

Outra maneira de escrever o conjunto K é construi-lo por etapas, por exemplo,
seja Fy o intervalo [0, 1] que dividimos em trés partes iguais. Retiramos, entdo, o subin-
tervalo central aberto (Ag) do intervalo e obtemos dois intervalos fechados. Chamemos

de Fi a uniao dos intervalos restantes

12 1 [2
A=(=2):R=0,z|ul|Z1].
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Retiramos de F o subintervalo central aberto (A1) de cada um de seus dois intervalos

12 7 8
A= (=2 fre
! (9’9>U<9’9>

e obtemos quatro intervalos fechados, que chamaremos de F5.
1 21 27 8
Fy =10, - - = =, = —1].
= og]u 5o [55)v 5]

Retiramos de F5 o terco central de cada um de seus quatro intervalos

A—lgulﬁug@u2_5§
2 \277 27 277 27 277 27 2727 ) "

e obtemos oito intervalos fechados que chamaremos de F3.

F—Ol U21U27U 81U219U207U825U261
ST e 2779 9’27 277 3 3’27 2779 9’27 2777

A
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Na n-ésima etapa da construcao de K obtemos F},, que é a uniao de 2" in-

tervalos de comprimento 3% cada. Continuamos o processo, obtemos uma sequéncia Fj,
sempre retirando os tergos centrais dos intervalos restantes. Os pontos do intervalo [0, 1]

que nao pertencem a nenhum dos intervalos retirados formam o conjunto de Cantor K.
o0 o
K=()F.=[01\{]J4
n=0 7=0

Como cada F,, é construido a partir do F,,_q, retirando-se intervalos abertos, podemos

afirmar que os conjuntos F}, sao todos encaixados, isto é, que F} D Fy, D F3 D ---

2 1 2
0 3 5 3 3 .

ol
wrlea

Figura 3.2: Representacao geométrica do Conjunto de Cantor

Observacao 3.2.1. H4 um teorema em Anadlise Real que garante que essa intersecao é
nao-vazia (ver Teorema 12 do cap V de [7]), conhecido como Teorema dos Compactos

Encaixados.

Na primeira etapa (F)) da construcao de K, retiramos um intervalo A, de

comprimento %, na segunda etapa (F3), um conjunto A; formado por dois intervalos de

comprimento %, logo |A4| = %. Na etapa F3, um conjunto I3 formado por 4 intervalos de

1 4

comprimento 3-, e portanto |As| = 575 logo na n-ésima etapa sera retlradQOn um conjunto
A,, formado por 2" intervalos de comprimento 371%7 o que nos da |I,,| = ey

Somando as medidas do que ¢ retirado em cada etapa de K, temos:

1 2 4 > on
A A T e T R
|Ag| + |Ay] + |As| + sttt ng

n=0

2

5, entao:

A sequéncia corresponde a soma de uma PG infinita de razao

Isso mostra que do conjunto inicial [0, 1], retiramos um subconjunto de medida igual a 1.

Sendo assim, como K = [0, 1]\ |J 4;, podemos calcular uma espécie de medida
=0
do conjunto K da seguinte maneira:

o

—+00
on
(K| =[0,1][ =) [Au] = 1—Z3n+1 =0
n=0

n=0
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Ou seja, o Conjunto de Cantor dos Tercos Médios é um conjunto de medida

nula [

Outra caracteristica do Conjunto de Cantor é a autossimilaridade como con-
sequencia de sua lei de formacao. A estrutura do conjunto é uma reta que apés a n-ésima
iteragao vai sendo substituida por um conjunto de pontos que jamais ocupa a dimensao
original (dimensao 1), mas que também jamais possui dimensao nula. Quando isso acon-
tece, dizemos que o conjunto possui uma dimensdo fractal. De maneira geral, um objeto
¢ autossemelhante se apresenta o mesmo aspecto visual em qualquer escala ampliada ou

reduzida, ou seja, qualquer que seja sua parte, assemelha-se ao objeto como um todo.

Uma outra curiosidade sobre K é que, embora seja um conjunto de medida

nula, ele contém tantos pontos quanto o conjunto dos ntimeros reais.

Proposicao 3.2.1. K ¢ nao-enumerdvel.

Demonstrag¢ao. Usaremos o argumento da Diagonal de Cantor. Considere o conjunto K
como o conjunto dos numeros reais tal que sua representacao em base 3 sé possua os
digitos 0 e 2, ou se possuir o digito 1, este é tnico e o iltimo nao nulo. Vamos supor que

K seja enumeravel, e f : N — K, entao:
f(l) = 07 b11b12613 ..

f(2> = O, b21b22[)23 .

f(3) - 0, bglbgzbgg e

f(n) = 07 bnlanbng e

Seja ¢ = 0,cjcoc3cy -+ - € B tal que ¢; # by, para todo i € N. Note que ¢ # f(1), pois
¢1 # byy, também ¢ # f(2), pois ¢ # bay, ou seja, ¢ # f(n), pois ¢, # by,Vn € N.

Entao ¢ € K e nao é imagem pela f de nenhum n € N; logo f nao é sobrejetora.
Conclusao: K ¢ infinito e nao existe uma bijecao entre N e K. Contradigao, pois supomos

K enumeravel. Logo concluimos que K é nao enumeravel. O

!Existe uma definicio mateméatica formal do que significa ter medida nula, ou mais geralmente, do
que é uma medida de um conjunto (ver por exemplo [7] ou [12]), que ndo entraremos em detalhes neste

texto.
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3.2.2 O caso i > 4 na Familia Quadratica

No capitulo 2, estudamos o comportamento de uma familia quadratica para diferentes
valores do parametro p. Mais precisamente, caracterizamos os mapas logisticos com

0 < p < 4. Mas o que acontece quando p >4 7

Como visto anteriormente, o intervalo / = [0,1] é invariante sobre F), com
0 < p < 4. Quando p > 4 temos F (%) = L >1, ouseja, aretax = % ¢ o0 eixo de simetria

da curva onde (1,%) representa o ponto critico de F,. Além disso F,,(0) = F,(1) = 0.
Entao F,(0) <1< F, (3) e F,(1) <1< F, (3). Logo podemos afirmar pelo Teorema do

Valor Intermedidrio que existe xg € (O, %) exr € (%, 1) tal que F),(zo) = Fj(z1) = 1.

Teorema 3.2.1 (Teorema do Valor Intermedidrio). Seja f : [a,b] — R continua tal que
f(a) # f(b). Para cada nimero d € R compreendido entre f(a) e f(b), existe ¢ € (a,b)
tal que f(c) =d.

Quando p > 4, podemos observar que existem pontos que deixam o intervalo
I = [0,1] logo na primeira iterada. Denotamos por Ay o conjunto aberto desses pontos.

Entao Ay divide I em trés subintervalos:

I=I1UAUIL

s I() AO ]1

Figura 3.3:
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Agora, resta-nos analisar os pontos que nunca escapam de [ por iteracao de

F,, isto ¢, vamos analisar o conjunto de pontos que se encontram em

A:=1T\ DA”'
n=0

Denotamos este conjunto por A. Bem, mas o que é exatamente este conjunto de pontos?
Para compreendermos A, vamos descrever cuidadosamente sua construcao recursiva. To-
mando a imagem inversa de Ay, obteremos o conjunto A;, formado por dois intervalos
contidos em Iy = [0,z9] e I; = [z1,1]. O conjunto I \ (A9 U A;) consiste em quatro
intervalos e F), leva cada um deles de forma mondtona em Iy ou ;. Consequentemente,
F 3 leva cada um desses intervalos em I. Continuando o processo, a imagem inversa de A;
é gerada por mais quatro intervalos que caracterizam A,. Analogamente, Az é formado

por oito intervalos abertos que sao imagens inversas de As.

AN
AN
N
N\

AN
B R ek TR

S U PR
B Y E

.______\____‘-__________
AN

AN
o
—_
8
S

Ao

8
S

A

Figura 3.4: Conjunto A apds a segunda iteracao de F),

Dessa forma, podemos definir indutivamente os conjuntos A;, As,... por A, =

F, 1(A,_1), com A, formado por 2" intervalos abertos e disjuntos. Por construcao, Ag é

1
um intervalo aberto centrado em 3 definido por:
Ay ={x € I|F,(x) > 1}

Assim, se x € Ay, entao Fi(x) < 0 e portanto F/f(x) — 00, quando k — oo.
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Definimos

Ay ={x € I|F,(z) € Ao}

Se x € Ay, entdao F2(x) > 1 e portanto F;(x) € oo, quando k — oo.

Indutivamente definimos

A, ={z € I|F}}(v) € Ao}

Entao, I\ Ay consiste em dois intervalos fechados (I, I1). Analogamente, na
segunda etapa, I\ (AU A;) consiste em quatro intervalos fechados.
Assim,

A=T\(AgUA UAU---UAU...)

Logo a construgao do conjunto A é semelhante a construcao do conjunto dos tergos médios
de Cantor, obtida por sucessivas remogoes de intervalos abertos do “meio” de cada um dos

intervalos fechados restantes do passo anterior.

Teorema 3.2.2. Se u > 4 entao A € um conjunto de Cantor.

A demonstracao deste teorema para p > 4 é bastante complicada. A propdsito,
é mais comum achar a demonstracdo para o caso p > 2 + /5 > 4, que é um pouco
mais simples, e pode ser encontrada em [1]. Passemos agora a um novo exemplo que é

dinamicamente equivalente a familia quadratica.

3.2.3 A Funcao Tenda
Considere a seguinte familia a um parametro de funcao definidas por partes:

Ty:[0,1] = [0,1], 0<A<2

)\m,seOéxé%
Ti(z) =
Ml—x),se3<z<1

A familia tenda T\ é uma familia com parametros relacionados com a familia
de mapas logisticos, definida de forma linear por partes. Apesar de sua estrutura mais
simples, essa familia esconde importantes propriedades dos sistemas dinamicos assim como
na familia quadratica. Podemos observar para o intervalo 0 < x < 1, a funcao assume

A

seu valor maximo quando x = %, e T\ (%) = 3.
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Assim como na familia quadratica, podemos estudar o comportamento geral
do mapa logistico para alguns valores do parametro A no intervalo 0 < A < 2, porém

estamos interessados no comportamento dessa familia para os valores de A > 2.

Mas o que acontece quando o valor de A é maior do que 27 Podemos observar
quando A > 2 a analise grafica é 1til para compreender o destino das orbitas da funcao.
Para esses valores, o ponto maximo da tenda excede 1, e os valores de x para os quais
se tem Th(x) > 1, terdo o restante de suas 6rbitas fora do intervalo unitdrio para nunca
mais retornar.

Apés a primeira iterada de T), os pontos que escapam do [0,1] sdo exatamente

1
A

) cuja medida é 1 — (2) Depois de

0s que se encontram no intervalo aberto (%, 1-— 3

retirar esse intervalo, restam dois segmentos, cada um de comprimento %

[terando mais uma vez, os pontos no meio de cada um dos subintervalos rema-
nescentes serao removidos apos a segunda iteracao de T). Esse processo continua e apos
a n-ésima iteracgao restarao 2" subintervalos de [0, 1] fechados cada um com comprimento
igual a /\ln cuja a imagem sob T} permanece em [0,1]. Repetindo indefinidamente essa
construcao encontraremos o conjunto dos pontos cujas orbitas nunca deixam o intervalo

[0,1]. Esses pontos pertencem a um conjunto de Cantor, que para A = 3 é o cldssico

conjunto dos tercos médios.
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3

de T)\; A=

Cao

s

Figura 3.5: Conjunto A apds a segunda itera
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4 Consideracoes Finais

A aceitacdo do tema sugerido pelo orientador, aconteceu com uma certa inseguranca
da minha parte, em virtude de um conhecimento limitado sobre o assunto para uma
dissertagao de mestrado. Apds longos meses de pesquisa e dedicacao, percebi o quanto
curso de pos-graduagao contribuiu para o enriquecimento do meu desenvolvimento pessoal,
além de ter despertado um interesse para a pesquisa, o que acredito ser fundamental para

a estruturacao do conhecimento matematico.

O objetivo do trabalho foi apresentar uma breve introducao aos sistemas
dinamicos, um assunto que expoe uma Matematica extremamente bela e rica. Tentamos
desenvolver texto de forma que o mesmo nao ficasse cansativo, justificando na medida do
possivel com exemplos graficos sem que com isso se perdesse o rigor matematico. Acredi-
tamos que a linguagem abordada neste trabalho inicial, seja acessivel tanto a estudantes

de graduacao quanto a professores do ensino basico.

Para o professor do ensino basico, também serve como um estimulo para uma
pesquisa mais aprofundada sobre o assunto ou para uma reflexao em torno de uma ade-
quacao do tema para que este possa ser abordado em sala de aula. Podendo ser explorado,
por exemplo, o estudo dos fractais através dos conjuntos de Cantor, a nocao do infinito,
o estudo de fungoes, além da utilizagao de softwares. Expor um determinado assunto
utilizando softwares que permitem uma articulacao entre as representagoes algébricas e
geométricas, torna a Matematica muito mais interessante, proporcionando uma aprendi-
zagem mais sélida de forma significativa. As figuras e os graficos no presente trabalho
foram construidos no Geogebra [13], um software gratuito de matemadtica dinamica para

todos os niveis de ensino.

Como projeto futuro e continuacao deste trabalho, pretendo aprofundar-me
no tema através de divulgacoes em seminarios e participagoes em congressos, além de
consolidar a teoria e ampliar o rigor matematico, fatores necessarios para um proximo

curso académico de pos-graduacao.
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